
Übungsaufgaben zur Elementaren Differentialgeometrie SS 11, Serie 2
Prof. Dr. E. Kuwert, J. Schygulla 11.05.2011
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/analysis/elemdgSS11.html

Aufgabe 1 (Kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten)(4 Punkte)
Sei p, q ∈ �n undc : [0, 1]→ �n gegeben durchc(t) := (1− t)p+ tq.

(i) Zeigen Sie, dassL(c̃) ≥ L(c) für alle parametrisierten Kurven ˜c ∈ C0([a, b],�n) mit
c̃(a) = p, c̃(b) = q (a, b ∈ � beliebig).

(ii) Sei α ∈ C0([a, b],�n) mit α(a) = p, α(b) = q. Zeigen Sie: FallsL(c) = L(α), dann gilt
α(t) = (1− φ(t))p+ φ(t)q, wobeiφ : [a, b] → [0, 1] nichtfallend und stetig ist.

Aufgabe 2 (Maxima)(4 Punkte)
Sei I ⊂ � ein offenes Intervall undα : I → �n eine reguläreC2-Kurve, so dass|α(t)| an

der Stellet0 ∈ I ein lokales Maximum hat. Zeigen Sie:κ(t0) ≥
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, wobei κ : I → � die
Krümmung vonα ist.

Aufgabe 3 (Klothoide)(4 Punkte)

(i) Sei r > 0 undI ⊂ � ein Intervall. Mit rI werde das Intervall{rs |s ∈ I } bezeichnet. Seien
α ∈ C2(I ,�2) undβ ∈ C2(rI ,�2) nach der Bogenlänge parametrisiert. Für alls ∈ I gelte
κβ(rs) = 1

r κα(s), wobeiκα bzw.κβ die Krümmung vonα bzw.β bzgl. gewählter Einheits-
normalen bezeichnet. Zeigen Sie:α undβ sind ähnlich, d.h. es existiert eine euklidische
Bewegungf des�2, so dassrα(s) = f (β(rs)) für alle s ∈ I .

(ii) Für a > 0 bezeichneαa ∈ C2(�,�2) die nach der Bogenlänge parametrisierte Klothoide
mit Krümmungsfunktionκa(s) = s

a2 . Zeigen Sie: Füra, b > 0 sindαa undαb ähnlich im
Sinne von (i). Bestimmen Sie den Streckfaktorr.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Bestimmen Sie für die ebene Kurvec ∈ C0([0, 2π],�2), gegeben durch

c(t) =
(

(1+ 2 cost) cost, (1+ 2 cost) sint
)

,

die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen sowie die Punkte mit vertikalen bzw. horizontalen
Tangenten. Skizzieren Siec, berechnen Sie die Krümmung bzgl. der Einheitsnormalenν = Jτ,

wobeiτ = c′

|c′ | undJ =

(

0 −1
1 0

)

, und zeichnen Sie die Punkte extremaler Krümmung ein.
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